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複素関数論の概要 
 
1 複素数 
 
直交座標表示 

ｚ＝ｘ＋ｉｙ              
ｘ，ｙは実数、ｉは純虚数 
ｉ＾２ ＝ －１ 

       ｘ；実部 Real  part  
      y ; 虚部 Imaginary part 
極座標表示 
 z = r.Θ(θ) 

｜Θ(θ) ｜＝１ 
    ｒ；絶対値Absolute value 

θ；偏角 Argument 
Θ(θ)の導出 
    r^2 = x^2 + y^2 
 x = r.cos(θ) 
 y = r.sin(θ)  

z = r.Θ(θ) ＝ｘ＋ｉｙ ＝  r.cos(θ)＋ｉr.sin(θ)  
Θ(θ) ＝cos(θ)＋ｉ.sin(θ)  
ｄΘ(θ)／dθ＝ －sin(θ) + icos(θ) = iΘ(θ) 

これより 
Θ(θ) ＝ e^(iθ)  

Eulerの公式 
  e^(iθ) = cos(θ) + isin(θ)   
  e^(iπ) ＝－１ 
        e^(iπ/2) ＝ i 
 
2 複素関数 
 ｗ＝ｆ（ｚ）＝ｕ（ｘ，ｙ）＋ｉｖ（ｘ，ｙ） 
複素微分 
    ｄｚ＝ｄｘ＋ｉｄｙ 
 ｄｗ／ｄｚ＝［Δｚ－＞０］Ｌｉｍ｛ｗ（ｚ＋Δｚ）－ｗ（ｚ）｝／Δｚ 

Δｚ ＝ Δｘ ＋ ｉΔｙ 
先にΔｙ＝０，それからΔｘ－＞０とすると 

y 

0 
ｘ 

r 
θ 

虚軸 

実軸 
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ｄｗ／ｄｚ＝［Δｘ－＞０］Ｌｉｍ｛ｗ（ｘ＋Δｘ，ｙ）－ｗ（ｘ，ｙ）｝／Δｘ 
 ＝ ¶ｕ／¶ｘ ＋ ｉ¶ｖ／¶ｘ 

先にΔｘ＝０，それからΔｙ－＞０とすると 
ｄｗ／ｄｚ＝［Δｙ－＞０］Ｌｉｍ｛ｗ（ｘ，ｙ＋Δｙ）－ｗ（ｘ，ｙ）｝／ｉΔｙ 

 ＝－ｉ¶ｕ／¶ｙ ＋ ¶ｖ／¶ｙ 
複素微分が一義的にきまるためには両者が等しくなくてはならない。これより微分可能な

関数については次の関係が成り立たなくてはならない。 
 
Ｃａｕｃｈｙ－Ｒｉｅｍａｎの関係式 

 ¶ｕ／¶ｘ ＝ ¶ｖ／¶ｙ， ¶ｕ／¶ｙ ＝ －¶ｖ／¶ｘ 
 
逆にＣａｕｃｈｙ－Ｒｉｅｍａｎの関係式が成り立つときには 
 ｄｗ ＝ ¶ｕ／¶ｘ．ｄｘ ＋ｉ¶ｖ／¶ｘ．ｄｘ 
         ＋¶ｕ／¶ｙ．ｄｙ ＋ ｉ¶ｖ／¶ｙ．ｄｙ 
  ＝（¶ｕ／¶ｘ ＋ ｉｖ／¶ｘ）．（ｄｘ ＋ ｉｄｙ） 
  ＝（¶ｕ／¶ｘ ＋ ｉｖ／¶ｘ）．ｄｚ 
となる。 
複素微分可能という事は二変数実数変数の関数が全微分可能であるという事である。 
 
正則 
複素関数がある領域で微分可能であればその関数はそこで正則（regular）であると称する。 
 
３  Cauchyの積分定理  
関数ｗ＝ｆ（ｚ）が正則な領域の任意の閉曲線をＣとする。 
閉曲線Ｃの上での複素積分はゼロとなる。 
 ［Ｃ］∫ｆ（ｚ）ｄｚ ＝ ０ 
これは複素関数論の根幹を成す重要な定理である。証明は省略。 
 
正則関数の積分表示 
   上のＣ内の任意の点ｚに対して 
 ｆ（ｚ）＝［Ｃ］∫f(ζ)／（ζ－ｚ）ｄζ 
導出 
下図において 
 Ｃε；｜ζ－ｚ｜ ＝ε 
閉曲線ＣとＣεの間に挟まれた領域において f(ζ)／（ζ－ｚ）は正則であるのでコーシー
の積分定理により 
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 ［Ｃ］∫f(ζ)／（ζ－ｚ）ｄζ＋［Ｃε］∫f(ζ)／（ζ－ｚ）ｄζ＝０ 
Ｃε上において 

ζ－ｚ ＝ε．ｅ＾（ｉθ） 
ｄζ＝ｉε．ｅ＾（ｉθ）ｄθ 
 

［Ｃε］∫f(ζ)／（ζ－ｚ）ｄζ 
＝－［θ＝0,２π］∫f(ｚ＋ε.ｅ^(iθ））／｛ε.ｅ^(iθ)｝.iε.ｅ^(iθ)dθ 
＝－２πｉｆ（ｚ） （ε－＞０） 
上のマイナス符号はＣε上の積分路が時計回りであるため。 
 
故に 

ｆ（ｚ）＝(1/2πi)［Ｃ］∫f(ζ)／（ζ－ｚ）ｄζ 
となる。 
 ｆ（ｚ）の微分は 
 ｆ‘（ｚ）＝(1/2πi)［Ｃ］∫f(ζ)／(ζ-ｚ)^2 dζ 
 ｆ‘’（ｚ）＝２(1/2πi)［Ｃ］∫f(ζ)／(ζ-ｚ)^3 dζ 
ｎ階微分は 

ｆ［‘ｎ］（ｚ）＝n!.(1/2πi)［Ｃ］∫f(ζ)／(ζ-ｚ)^(ｎ＋１)ｄζ 
 
Ｔａｙｌｏｒ展開 
ｆ（ｚ）が｜ｚ－ａ｜＜Ｒで正則であれば 
 ｆ（ｚ）＝［ｎ＝０，∞］∑Ｃｎ．（ｚ－ａ）＾ｎ 
で表される。ただし 
 Ｃｎ＝ｆ［‘ｎ］（ａ）／ｎ！= 1/n! .[za] [(d/dz)^n] f(z) 
F[‘n](a) はｚ＝ａにおけるｆ（ｚ）のｎ階微分である。 
導出 

ｚ

Ｃ 

Ｃε 
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０＜ｒ＜Ｒなるｒについて｜ｚ－ａ｜＜ｒなるｚに対して 
ｆ（ｚ）＝[｜ζ-a｜= r］(1/2πi)∫f(ζ)／(ζ- z)ｄζ 
 ＝[｜ζ-a｜= r］(1/2πi)∫f(ζ)／（ζ－ａ－（ｚ－ａ））ｄζ 
＝[｜ζ-a｜= r］(1/2πi)∫f(ζ) ／(ζ-ａ)／(１- (ｚ-ａ)/(ζ-ａ))ｄζ 
仮定により｜（ｚ－ａ）／（ζ－ａ）｜＜１であるから 
 1/( 1-(z-a)/( ζ-a) ) = [n=0,∞]∑{(z-a)/( ζ-a)}^n 
故に 

ｆ（ｚ）＝［ｎ＝０，∞］∑Ｃｎ．（ｚ－ａ）^ｎ 
ただし 
 Ｃｎ＝[｜ζ-a｜= r］(1/2πi)∫f(ζ)／（ζ－ａ）^(n+1)ｄζ 
      ＝ f[‘n](a) / n! 
 
零点 
上の Taylor展開で 
 Ｃ0＝Ｃ1＝，，，＝Ｃ[h-1] ＝０ 
の時ｚ＝ａはｈ位のゼロ点であるという。 
このとき 
 ｆ（ｚ）＝（ｚ－ａ）＾ｈ．ｇ（ｚ） 
と置くとｇ（ａ）=/= ０ 
 
４ 有理型関数 Rational Functions 
 
 f(z) = P(z)/Q(z)   
    P(z), Q(z)は多項式（Polynomial） 
この形の関数を有理型関数 Rational Functionsと呼ぶ。 
Ｐ（ｚ）をｎ次、Ｑ（ｚ）をｍ次の多項式とするとｆ（ｚ）はｎ個の零点（Ｐ（ｚ）＝０

の根）とｍ個の極（Ｐｏｌｅｓ）で決まることになる。 
 
有理型関数の Laurent展開 
    ｆ（ｚ）が 
R1＜｜ｚ－ａ｜＜R2で正則であるとき 
 ｆ（ｚ）＝［m= -1,-∞］∑Cm.(z-a)^m ＋［ｎ=0, ∞］∑Cn.(z-a)^n 
で表される。ただし 
 Cn= [｜ζ-a｜= r］(1/2πi)∫f(ζ)/(ζ-a)^(n+1)ｄζ   (R1< r < R2) 
 
導出は上のテーラー展開と同様の方法でできる。 
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極(pole) 
上のローラン展開において 
 C[-(m+1)] ＝C[-(m+2)]=，，，，，，，=C[-∞]＝０ 
のときｚ＝ａはｍ位の極であると呼ぶ。 
この時 
 ｆ（ｚ）＝ｇ（ｚ）／（ｚ－ａ）＾ｍ 
と措くと g(a) =/= ∞ 
 
５ 留数定理 Residue theorem 
 
留数（ｒｅｓｉｄｕｅ） 
ｆ（ｚ）が R1＜｜ｚ－ａ｜＜R2で正則であるとき 

[｜z-a｜= r］∫f(z)ｄz＝(1/2πi)．Ｃ[-1]        
但しＣ[-1]はローラン展開の第－１項である。 
これは 

[｜z-a｜= r］∫(z-a)^nｄz = 2πi (n=-1) 
    = 0 (n=/=-1) 

より明らかである。 
留数の計算方法 
ｚ＝Ｐが１位の極の場合 
  f(z)＝Ｃ[-1]／(z - P) + C[0] + C[1](z – P) + C[2](z – P)^2 +,,,,, 
となるので 
  Res(P) = C[-1] = [z  P](z-P)f(z) 
z=Pがｎ位の極である場合 
  f(z)＝Ｃ[-n](z - P)^(-n) +Ｃ[-n+1](z - P)^(-n+1)+,,,,+C[-1](z-P)^(-1)  
           + C[0] + C[1](z – P) + C[2](z – P)^2 +,,,,, 
   Res(P) = C[-1] = [z  P]1/(n-1)! .[(d/dz)^(n-1)] {(z-P)^n .f(z)} 
 
留数定理 Residue theorem 
f(z)が R1＜｜z - a｜＜R2で正則であるとき 
f(z)が｜z - a｜< R1内の z=P1, P2,,,Pn  において極を持つとき 

[｜z-a｜= r］∫f(z)ｄz＝2πi[k=1,n]∑Res(Pk) 
但し Res(Pk)は極 Pkにおける留数である。 
これは f(z)が｜z - a｜< R1において z=P1, P2,,,Pnの各点を囲む小円を除いた領域において
正則であることを利用して前述の正則関数の積分表示を適用して証明できる。 
詳細は複素関数論の教科書を参照の事。 
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留数定理の応用 
広汎な範囲の問題に応用可能。 
数例を演習問題として挙げる。 
 
問１ 次の定積分を計算せよ。 
（１）  I =［－∞，∞］∫｛１／（１＋ｘ＾２）｝ｄｘ 
解 
x zと変数を置き換えて複素平面に領域を拡張する。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
上の図において C[I]は実軸上の[-R,R]なる区間であり C[R]は原点を中心とする半径 R の半
円である。C[I]と C[R]は図示の方向の閉曲線 Cを成す。 

f(z) = 1/(1+z^2)は [z∞]z .f(z) = 0 なので [C[R]]∫f(z)dz = 0 (R∞)となる。 
故に 

I = [R∞][C[I]]∫f(z)dz = [R∞][C]∫f(z)dz = 2πi[k]∑Res(Pk) 
ただし Res(Pk) は閉曲線C内、即ち上半平面にある極の留数である。 
今の場合 

f(z) = 1/(1+z^2) = 1/{(z+i)(z-i)}で極は P1= i, P2=-iの二個あるが閉曲線Cの内部にある
のは P1でありその留数は, 

Rea(p1) = [zi](z-i) .f(z) = 1/2i 
故に 
  I = 2πi .Res(P1) = π 
 
（２） ［－∞，∞］∫｛１／（１＋ｘ＾２）＾２｝ｄｘ＝ I 
上と同様に変数領域を実数から複素数に拡張する。 
  f(z) = 1/{(1+z^2)}^2 = 1/(z+i)^2 .1/(z-i)^2 
極は P1= i ,P2= -iにそれぞれ 2位の極となる。 

Res(P1) = [zi][d/dz]{(z-i)^2 .f(z)} = [zi]{(-2(z+i)^(-3)} = 1/4i 
故に I =  2πi .Res(P1) = π/2 

0 
(R,0) (-R,0) 

C[R] 

x P1= i 

i 

C[I] 

閉曲線 C;C[I]+C[R] 
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(3) ［－π，π］∫｛cos（φ）／（１＋２ａ・cos（φ）＋ａ＾２）｝ｄφ＝ I 
  但し/a/ > 1 
z = e^(iφ), cosφ= ( z+ 1/z)/2 と置き、 dz/dφ= i e^(iφ) = izより dφ= dz/izに注意して積
分を複素関数の積分に変換すると 
  I =   [/z/=1]∫f(z) dz 
  f(z) = 1/2ai .(z^2+1) /z /(z+a) /(z+1/a) 
となる。 
留数の定理により 
  I = [/z/=1]∫f(z) dz = 2πi .[k]∑Res(Pk) 
ここで Res(Pk)は単位円の内部にある極 Pkの留数(Residue)である。 
f(z)の極は P1=0, P2 = -1/a, P3 = -aにそれぞれ一位の極がある。 
このうち単位円の中にある極は P1と P2であり留数は 

Res(P1) = [z0] {z .f(z)} = 1/2ai 
Res(P2) = [z -1/a] {(z+1/a) .f(z)} = - 1/2ai .(a^2+1)/(a^2-1) 

故に 
  I = 2πi .{Res(P1)+Res(P2)} = -2π/a /(a^2-1) 
 
(4)［０，∞］∫｛cos（ｘ）／（ｘ＾２＋ａ＾２）｝ｄｘ＝ I 
  但しａ＞０ 
解 

I = 1/2 . [-∞,∞]∫cos(x)/(x^2 + a^2) dx 
今 

J = [-∞,∞]∫sin(x)/(x^2 + a^2) dx = 0 
なることに注意して e^(ix) = cos(x) + isin(x)を用いると  
  I = 1/2 . [-∞,∞]∫e^(ix))/(x^2 + a^2) dx 
となる。そこで xzにより変数領域を複素平面に拡張すると 
  I = 1/2 [C]∫e^(iz)/(z^2 + a^2) dz 
となる。ただし積分路 Cは問題(1)で用いたものと同じである。 
  f(z) =  e^(iz)/(z^2 + a^2) = e^(iz) /(z+ai) /(z-ai) 
上半平面において[z∞]f(z) = 0であり極は z=aiに一位の極がある。 
  Res(ai) = e^(-a)/2ai 
より 

 I = 1/2 [C]∫e^(iz)/(z^2 + a^2) dz = 1/2 .2πi .Res(ai) =  πe^(-a)/2a 
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問２ 次の Laplace変換の逆変換を求めよ。 
公式 

ラブラス変換 
 Y(s) = [t = 0, ∞] ∫y(t).e^(-st) dt  (Re(s) > σ) 

逆変換 
 y(t) = (1/2πi) [ s = σ- i∞，σ+i∞]∫Y(s).e^(st) ds 
 

 

通常ラプラス変換は 
     y(t) = 0 ( t < 0) 
なる条件をつけて t = 0における初期条件のもとに t > 0における y(t)の動作を解析する。 
上の条件のもとではラプラス変換 Y(s)は y(t)で決まるある定数σに対して Re(s) > σなる
範囲(右半平面)において正則となる。このσを収束半径と呼ぶ。 
 
上の条件の下では [s∞]Y(s) = 0となる。 
この条件が成り立つ場合の t > 0に対する逆変換は左半平面に存在する極の留数計算により
求められる。その理由は z = R .e^(iθ) (π/2 <θ<3π/2) なる左半円上の Y(s).e^(st)の積分
は t > 0なる条件の下でR ∞にすると 0となるからである。 
故に 
    y(t) = (1/2πi) [ s = - i∞，i∞]∫Y(s).e^(st) ds = [k]∑Res(Pk) 
ただし Pk (k=1,2,,,)は Y(s) .e^st の左半複素平面にある極である。 
 

t 
0 0 σ

s領域 
t領域 

正

則

域 

 虚数軸 
逆変換の積分路 

実数軸 
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(1) Ｙ（ｓ）＝ （ｓ＋１）／｛（ｓ＋２）（ｓ＋３）｝ 
Y(s) .e^(st) = (s+1) /(s+2) /(s+3) .e^(st) の極と留数は 

P1 = -2,   Res(P1) = -e^(-2t) 
P2 = -3    Res(P2) = 2e^(-3t) 

故に  
  y(t) = 2e^(-3t) – e^(-t)  (t > 0) 

 
(2) Ｙ（ｓ）＝ １／（ｓ＾２＋５） 
Y(s) = 1/(s + √(5)i ) //(s - √(5)i ) .e^(st) 
極は P1= √(5)i     Res(P1) = 1/2√(5)i .e^(√(5)it) 
      P2 = - √(5)i,   Res(P2) = - 1/2√(5)i .e(- √(5)it) 
故に 
   y(t) = Res(P1) + Res(P2) = sin(√(5).t) /√(5) 
 
 
(3) Ｙ（ｓ）＝ｓ／（ｓ＾２＋ω^2）＾２ 
Y(s) = s / (s+iω)^2 /(s-iω)^2 .e^(st)  
極は P1= iω, P2=-iωにそれぞれ二位の極がある。  
留数は 

Res(P1) = [siω][d/ds] {s / (s+iω)^2 .e^(st)} = -iωt .e^(iωt) /4ω^2 
Res(P2) = [s-iω][d/ds] {s / (s-iω)^2 .e^(st)} = iωt .e^(-iωt) /4ω^2 
故に 
 y(t) = Res(P1) + Res(P2) = ωt .sin(ωt) /2ω 
 
(4) Ｙ（ｓ）＝ｅ＾（－５ｓ）／（ｓ＋２） 
Y(s) = e^(t-5)s /(s+2) 
極は P1=-2に一位。留数は 
  Res(P1) = [s-2] e^(t-5)s = e^(-2(t-5)) 
故に 
  y(t) = e^(-2(t-5)) 
 
 
問３ 次のＺ変換の逆変換を求めよ。 
公式 
  Ｚ変換 
 Y(z) = [n = 0, ∞]∑y(n).z^(- n)      (収束域 ｜z｜=< ρ ) 
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    逆変換 
    y(n) = (1/2πi) [｜z｜= ρ]∫Y(z).z^(n - 1) dz  

= [k]∑Res(Pk) 
ただし Pkは収束円(｜z｜= ρ)内部にある極の留数である。 
 
この逆変換公式は 

[｜z｜=ρ]∫z^k dz = 2πi (k=-1) 
                  = 0 (それ以外) 

より直感的に明らかである。収束円が単位円よりも大きい場合には単位円の外にある極の

項は時間的に発散する項となるので通常の問題では現れない。 
 
(1) Ｙ（ｚ）＝１／（１－ｚ＾（－１）） 
Y(z).z^(n – 1)= z^(n – 1) /(1-z^(-1)) = z^n /(z-1) 
極は P1=1, Res(P1) =1 
故に  
  y(n) = Res(P1) = 1 (n>0) 
                  = 0 (n<0)  
 
(2) Ｙ（ｚ）＝１／（１－ｚ＾（－１））＾２ 
Y(z) .z^(n-1) = z^(n+1) /(z-1)^2 
極は P1 = 1に二位。 
  Res(P1) = [z1][d/dz] z^(n+1) = n+1 
故に 
  y(n) = n+1 (n>0) 
    = 0  ( n<0)  
 
(3) Ｙ（ｚ）＝（ｚ－１）／｛（ｚ－２）（ｚ+３）｝ 
この場合の収束円は /z/ =3である。 
Y(z) .z^(n-1) の極は P1= 2, P2 = -3に一位。 
  Res(P1) = [z2] z^(n-1) .(z-1) /(z+3) =2^(n-1)/5  =2^n /10 
    Res(P2) = [z-3] z^(n-1) .(z-1) /(z-2)=4/5 .(-3)^(n-1) = -4/15 .(-3)^n 
故に 
  y(n) = 2^n /10 - 4/15 .(-3)^n    (n>0) 
        = 0 (n < 0) 


