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　　　　5．誤り訂正

　　　　5．1．Reed　Slomn符号．

　　　　　Reed　So1o皿㎝符号は二進代数体の拡大Galois体GF（2＾皿）上で定義される巡回符号

　　　　である。以下にRS符号にっき極く簡略に説明する。

　　　　［1］誤り訂正の基礎

　　　　　　誤り訂正は誤り率の改善や所要信号電力の低減等に有効である。

　　　　誤り訂正は上述の変調の様にData単位で独立に送信するのではなく、一群のdataを

　　　　一括して符号化して送信する。その際元の情報Dataよりも多くの符号を送信する事に

　　　　なる。すなわち符号化により必要な伝送速度と伝送路の帯域幅が増大する。この事は

　　　　必然的に受信雑音の増加を持たらす。それでも猶送信電力に対する誤り率特性が改善

　　　　されるのは次の事情による。すなわち符号化はより広い信号空間から送信信号を選択

　　　　するため実際に送信される符号語は相互にある距離を以て離れているように設定でき

　　　　る事である。受信部における信号検出は受信信号と各符号語の間の距離（類似度）を

　　　　測定しその受信信号に最も近い距離にある符号語ダ送信されたものと判定する。符号
一⑰　　　語の間の距離の内最も小さいものをその符号の最小距離という。距離の近い符号程

　　　　誤り易いのは当然なので誤り率特性は殆ど最小距離で決まる。

〔2］Block符号

　（n．k）B1ock符号はk　bitsの情報dataを一つの塊（Vector）としてn－k　bitsのParity

符号を付加してnbitsのBi㏄kとして送信し、誤り訂正復号も各B1ock毎に独立に行な

う。誤り率特性の上で支配的なのは符号話間の距離の内最小となるものであり、これ

を最小距離と呼び、誤り訂正符号の訂正能力の重要な目安となる。二進符号において

は通常Haming距離が用いられる。二つの二進信号vectorの間のHa皿皿ing距離とは相互

に相異なるVeCtOr内の成分の数である。

）・・

　　　　［3］巡回符号の多項式表現
　　　　　よく用いられるB1ock符号は巡回符号である。巡回符号とはn元vectorの符号語を

　　　　左右に巡回したものも符号語となるような符号であり、その利点は多項式による表現

●　　と処理が可能な事である。即ち符号語Cは・■1次の多項式で表わされ糺
　　　　　C（x）＝Cn－1・X＾（n－1）十Cn－2・X＾（n－2）十．一一一十Cl・X＋CO　　（5，1－1）

　　　　但しXは
　　　　　　　　　X「n　＝　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．1－2）

　　　　二進伝送の場合は多項式の各係数はOか1の値をとる二進代数の変数である。Xは二進代

　　　　数と式（5．1－2）の演算規則に従う変数であ糺

［4コ生成多項式による符号化

　（n．k）巡回符号はn－k次の生成多項式G（x）により生成される。

　　　G（x）三X＾（n－k）十G（n－k－1）・X＾（n－k－1）十一一一十G（1）・X＋1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．1－3）

k　bitsの情報Dataも同じく多項式表現により、
　D（x）＝D（K－1）・X＾（ト1）十D（K－2）・X＾（K－2）十一一十D（1）・X・十D（O）

この時符号化はつぎの方法で実行される。　　　　　　　　　　　　　　　（5・1■4）
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　　C（x）・X＾（皿一k）・D（X）十　R（X）　　　　　　　　　　　　　　（5．1－5）

ここでR（X）は上の第一項を生成多項式G（X）で割った余りであり、高々n－k－1次の多項

式となる。符号語は具体的には次の形をとる。
　C（x）＝D（k－1）・X＾（n－1）十D（k－2）・X＾（n－2）十一一十D（O）・’X＾（n－k）

　十R（n－k－1）・X＾（n－k－1）十R（n－k－2）・X＾（n－k－2）十一一R（1）・X’十R（O）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．1－6）
上の式より符号語C（x）は生成多項式G（x）で割り切れる。即ちC（x）をG（x）で
割った余りはOとなる。

　Fe皿｛C（x）／G（X）｝＝R（x）十R（x）・　O　　　　　　　　　　　　　　（5．1－7）

このように巡回符号は生成多項式の倍多項式として生成される。

　　巡回符号の符号化は情報系列D（x）からX＾（n－k）・D（X）■G（X）の剰余R（X）を

計算し・それをX＾（n－k）・D（X）に加えればよい。次数の高い項が先に来ると決めると

多項式は時系列で表現できる。従って上の巡回符号の符号化は図5．1－1のShift　regis－

ter回路で実行できる。図．において□コは二進加算を［国コはl　Sample遅延を表わす。

Gl　　　　　　Gi G皿一k－1

入力

・　　H　　　・　　H　・　　・　　間 十　　H

出力

団2．2．1－1巡回符号の符号化回路
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［5］Syndr㎝eの計算

　受信信号は伝送路でBit誤りが加わり、次式で表わされる。

　　　V（X）・C（X）十E（X）　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．1－8）

第一項は符号語であり生成多項式G（X）で割り切れる。受信Vectorを生成多項式G（X）

で割って得られる剰余をSyndro皿eと言いS（X）で表わす。

　　S（X）・Re皿｛V（X）／G（X）｝＝Re皿｛E．（耳）／G（X）｝．　　　　　　　（5．1－9）

伝送路誤りが無ければSyndro皿eはOとなる。逆は必ずし・も真では無いが、いずれにしろ

符号語を受信したのであり正しく受信した確率が高い。Syndro皿eの計算は送信部と

同じ生成多項式G（X）によって受信信号V（X）を割って剰余を求める事であり、符号化

回路と同様の回路構成で実現できる。

［6］BCH符号

（6．1）二進拡大体

　巡回符号としてはBCH符号が広く用いられている。Block長nの巡回符号とは二進

代数体上で次の条件を満足する。

　　　　X＾・・1・0　　　　　　　　　　　’　　（5．HO）
これは次のように図式分解される。

　　X＾n・1一（X・1）／X＾（n－1）・X＾（n－2）・．．．．．．・X・ll　　　（5．Hl・）

6
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更に数体を拡大する事により次の様に図式分解が可能になる。
　　X＾n・1一（X・1）（X・α）（X・α＾2）（x・α＾3）．．．．．．（X・α＾（n－1））　（5．H2）

ここでαはこの拡大体の原始根（Pri皿itive　root）と呼ばれる。Oと原始根によって

この拡大体のすべての要素が生成される。即ち、
　　O，1＝α＾0，α．α＾2、α＾3、。一一．．一一。α＾（n－1）　　　　　　　　　　　（5．1－13）

α＾皿・1となるのでこの拡大体にてn次の多項式は丁度n個の根を有する。

　ここで若干の用語を定義する。

既約多項式。＿二進代数の範囲でそれ以上因数多項式分解できない多項式をいう。

最小多項式．I．．．ある原始根を板とする最小次数の多項式。

　　　　　　　最小多項式（Hini皿a1Polyno固ial）は当然既約多項式である。

il○

｝

；

≡

；
：
；

1
り

二進拡大体においては一般に多項式m（X）は

　　　　m（X）＾2・m（X＾2）　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．H4）
であるのでαがm（X）の楳であれば、α＾2一α＾4一α二8＿α＾2＾iもまたm（X）の根である。

従ってX＾皿・1の因子多項式はmロコ（X）．m［3コ（X）、m［5］（X）．．．．となる。

例えば15次の多項式の場合には次表のようになる。

　　　　　　　　表5．1－l　X＾15・1の因子多項式

　　　最小多項式　　　　　　　　　　　　根の指数
m［O1（X）’・X＋l　　　　　　　　　　　　　O

m［1］（X）・X＾4・X＋l　　　　　　　　　　　l．2．4，8

m［31（X）・X＾4・X＾3・X＾2・X・1　　　　　　3．6，12，9

m［51（X）・X＾2・X牛1　　　　　　　　　5．1O
m［71・（X）・X＾4・X＾3・1　　　　　　　　7．14，13，ll

　　　　（6．2）BCH限界

　　　　　　BCH符号の構成は次のBCH　boundに関する定理に基づいている。
　　　　多項式G（X）で生成される符号の最小距離はG（X）の連続する根の最大数よりも大きい。
○　　但しα・（i・1），、・（i．2）．．．．．．、一（i＋j）をj個の連続する根と呼ぶ。

（6．3）原始符号

　Block長；n＝2＾m－1　　　’　　　　　　　　　　　　　　（5．1－15）

の符号を原始符号という。この場合生一成多項式を

　G（X）・LCH｛m［1〕（X）・m〔3コ（X）・…　m［2t■コ（X）｝　　　　　（5．1－16）

に選べば少なくとも2t個の根が連続するのでG（X）で生成される符号の最小距離dは

2t＋1以上である目また最小多項式の次数はmを越えない事が知られているので、

G（X）の次数は最大mtである。まとめると

　　「符号長がn＝2＾m－1，Parity　bit数がm・t以下で
　　　最小距離dが少なくとも2t＋1のBCH符号が存在する。．」

例

　　　　　　　　栖＞ラ
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表5．1－2　n＝15次の場合の生成多項式と最小距離d

）l1○

　G（X）

m［O］（X）

m［l1（X）

m〔O1（X）1m［l1（X）

mul（X）・m［31（X）

m［O］（X）・mll］（X）・m［31（X）

m［1］（X）・m［3］（X）・m｛51（X）

m［Oコ（X）・m［1］（X）・m［3コ（X）

　　　　・m［5］（X）

G（X）の根
’（O）

（1，2，4．8）

（0），（1，2，4，8）

（1．2，4．8）．（3，6，12，9）

（O）、（1，2．4，8）（3，6，12，9）

（1，2．4．8）（3．6，12．19）（5．lO）

（O）（1，2．4，8）（3，6．12，19）（5．lO）

［7コReed－So1㎝㎝符号

　上のBCH符号の理論は二進数体に限らず、一般の歩進数体においても同様に成り

立つ。よく用いられるのはq・2＾皿なるGa1ois拡大体上の記号を用いた符号長n・2＾皿一1

の符号である。Ga1ois拡大体を得るための原始多墳式としては次のものが知られて

いる。

Pri皿itivePolyno咀ial

l・X＋X＾3
1・X・X＾4
1　＋　X＾・2　＋　X＾5

1・X＋X＾6
1・X＾3・X＾7
1・X＾2・X＾3・X＾4．・ズ8

1・X＾4・X＾9

1川・○

　上述のBCH定理からt－sy皿bols以下の謀りを訂正可能な次の（n．k）RS符号を用いる事が

できる。

　　　　　　符号長（Sy皿bols）　　　　n・2＾皿一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　q一ユ

　　　　　　Paritysy皿bo1数　　　　n－k・2t

　　二進数体GF（2）の場合に比べてGalois拡大体GF（q）（q・2＾皿）上の符号を用いるRS

符号は以下の優れた特長がある。

（1）Parity　sy咀bo！が少なくてすむので符号化効率が高く誤り訂正能力が強力である。

（2）各Sy皿bolは皿bitsの二進dataなのでBurst誤り訂正能力がある。

　　但し演算回路は二進回路に比べて多少複雑になるが最近で．は回路技術の進歩に

より大きな問題ではなくなった。
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舳㎜n符号 　市吉11榊1砂
1．Reed－So1o皿。n符号とは

　Digita1通信においてよく使用されるReed－Solo皿㎝符号とは
　一Galois体GF（2＾皿）において定義され、

　一t重誤り訂正のためには

　　B1ock長　　：　n・2＾皿一1（Sy皿bols）

　　Parity数　：　2t
で実現できる（n，n－2t）なる巡回符号である。

2．Ga1ois拡大体GF（2＾皿）

　GF（2） 　一一一一一〉　　　　GF（2＾皿）

原始多項式p（X）

GF（2）・｛0．1｝

O・O・O　　　O・O・0

0・H・O・l　l・O・O・ト0

1・1・0（2・O）1・H

例

GF（2＾4）；｛O，1．α、α＾2、α＾3．，．．、α＾14｝

　原始多項式　　p（x）・x＾4＋x＋1

　原始根　　α；p（α）・0

　0
　1
　α
　α＾2
　α＾3
　α＾4・α十1

　α＾5三α＾2＋α

　α＾6＝α＾3＋α＾2

　α＾7＝α＾4＋α＾3＝α＾3＋α十1

　α＾8！α＾4＋α＾2＋α＝α＾2＋1

　α＾9三α＾3＋　α

　α＾lO＝α＾4＋α＾2＝α＾2＋α十1
　・α＾11！α＾3　＋　α＾2　＋　α

　α＾12＝α＾4＋α＾3＋α＾2！α＾3＋α＾2＋α十1

　α＾13＝α＾4＋α＾3＋α＾2＋α＝α＾3＋α＾2＋1

　　α＾14三α＾4＋α＾3＋α＝α＾3＋1

　　α＾15！α＾4＋α＝1

積は上の表による。

（O，O，0，O）

（O，O．O，1）

（O．O，1，O）

（o，1，o．o）

（1，o，o，o）

（o，o，1，1）

（o，1．1．o）

（1．1．O，O）

（1，0，1．1）

（O，1．O，1）

（1．o，1，o）

（O，1，1．1）

（1，1，1，0）

（I．1，1．1）

（1．1，O，1）

（1，O，O．1）

和は多項式の項別二進和をとる（4元VeCtOrの和と考えてもよい。）

解ρ・力 ト5－9



3．R－S符号の生成多項式

t重誤り訂正R－S符号の生成多項式はGF（2＾皿）にて2t個の連続する根を有する多項式

を採用すればよい。例えば
　　9（x）＝（x＋1）・（x＋　α）…　　　（x＋　α＾（2t－1））

例1一誤り訂正符号（15，13）

　9（X）・（X・1）・（X・α）

　　　＝x＾2＋α＾4・x＋α
　　　・x＾2・（0．O，1．1）・x・（O．0．1，0）

例2二重誤り訂正符号（15，ll）

　9（x）＝（x＋1）・（x＋α）・（x＋α＾2）・（x＋α＾3）

　　　＝x＾4＋α＾12・x＾3＋α＾4・x＾2＋x＋α＾6

　　　　　一一　以下にR－S符号の理論的根拠を概略する。皿

4．GF（q）上のFourier変換

　　［vト（v［n－ll，vln－21．、、v［ll，v［Ol）

に対するFourier変換
　　［V1．ヨ（Hn－l1．Vln－21，、．．，V［ll，V［O／）

が次式により定義される。
　　V［k］＝〔i：0．n－1Σ　v－iコ・ω＾（k・i）

逆変換
　’v［i］．＝〔k；0，n－1Σ　V［k］・ω＾（一k・i）

ここで

　　　n；q－1の約数

　　　ω；ω＾・・1　　　）榊原物陰
　　　　　　ω＾パ≠1（forn’くn）

上の［v1．［Vlはnを周期とする周期系列（Cyclic　sequence）となる。

　　　　v［i］三v［i・n］．．

5．Cyclic　co皿Plexity

　系列［VコのCo皿p1eXityがtであるとは；
　　　　Ψ［iコ＝一［j；1，tΣA［j］・v（（i－j））　　　（i・t，t＋1．、，n－1）

と表しうる最小の項数がtである。
　　　但し　v（（i－j））・v（（i－j）（皿。d皿））

　　A［O］・1とすると
　　　　　［j；O，tΣA［jl・v（（i－j））≡O（i＝O，1，2、．，．n－1）

即ち

　　　　　A（x）・v（x）三0　（皿。dx＾n－1）

但し

　　　　　A（x）＝一j：O，tΣA［j］・x＾j

　　　　　V（X）・［i；O．n－1ΣV［il・X＾i

脈sλ 伽一4



6．重みとCo皿plexity

系列［v］の重み（0でない要素v［i］の数）はそのFourier変換［V1の。㎝p1exityに等しい。

［V1の。㎝plexityをtとするとt次の多項式A（x）により

　　　　　A（x）・V（x）＝O　（皿。dズn－1）

となるようにできる。即ち　A（k）とV（皿）の畳み込みがOとなる。

　　　　　［k；O，tΣA［k］・v（（i－k））＝0（トO．1．2、．、，n－1）

　そこで｛A（k），V（k）；k・O．1．、、n－1｝のFourier逆変換により得られる｛1（i）．v（i）｝

については
　　　　　　λ（i）・v（i）・0（i・O，1，2、、，n－1）

となる。

　　　［v］の重みをwとすると上の式から少なくとも一個の2（i）が雲となる。

ところが
　　　　2（i）・［k；O．tΣA［k］・ω＾（一k・’i）

　　　　　　　＝A（ω＾（一i））

であるのでA（x）は少なくとも可個の零を持つ。一〉A（x）の次数はは少な＜とも冊である。

7．E－S符号の最小距離

　　生成多項式　g（x）：2t個の連続した根を有する。

R－S符号。（x）は生成多項式の倍多項式である；

　　　c（x）・cln－l1・x＾（n－1）・．、．c［l1・x・c［O1

　　　　　・o（x）・9（x）

ここで
　　C［k］＝［i：O，n－1Σ　c［iコ・ω＾（k・i）

　　　　：1（ll、、lx；二1kl．、．、．，、．、、々逸勧台地峡

とすると

　　C（y）＝［k：O．n－1Σ　C［k］・ゴk

　　　　＝［k；O，n－2t－1Σ　C〔k］・y＾k

は次数が高々n－2t－1の多項式である。即ちC（y）の零の個数は高々n－2t－1である。

㌦1（ω・・i））ノであるので｛c（i）；i・0，1，2，，，n－1｝のうち少なくとも2t・1個はOでない。

即ちR－S符号の最小距離は2t・1でありt重誤り訂正可能である。

μμ3 后イ
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〆まとめ

　　　　BCH符号は二進演算だけで処理できるので1980年頃までの誤り訂正に広く

用いられた。しかし符号化利得は高々3d　Bであった。本講でも明らかなようにB　CH符

号は誤り訂正能力を上げると同時に符号化効率が低下してしまうので、符号化利得がなか

なか上げられないのである。

　　　　Reed・Solomon符号はガロア拡大体GF（2＾m）上で（n，k，2t）（皿昌2＾m－1）なるt重誤り

訂正ブロック符号が構成できる。しかもGF（2＾m）上の一語とはmビットの二進符号であり

ブロック内で最大mtビットのバースト誤り訂正能力がある。例えば衛星放送に広く用い

られている（204，188）符号（m＝8，皿＝2＾m－1＝255であるが51ビットの情報は0であるとして

ブロック長を短縮）においてはt＝（204－188y2！8重誤り訂正が可能、最大mt＝64ビット

長のバースト言呉りを訂正可能である。このようにR　S符号は高い符号化効率で強力な誤り

訂正が可能であるがブロック長が大きく、また演算がGF（2＾m）上で行われるためその実用

化はメモリと演算素子の発展を待って始めて可能になった。

　　　　誤り訂正技術の別の流れは畳み込み符号であった。こちらも1980年頃までは

二進演算に限定できる白已直交符号と閾値復号法が主として用いられた。例えばインテル

サットSCPC等電力制限のため極めて低いC／N条件で動作しなくてはならない衛星通信

に広く採用されていた。Viterbi復号法は1967年に発表されたが当初は二進演算の範囲

（硬判定復調、符号間の距離はHamming距離）で処理がなされた。この信号処理方式で

は符号化利得の向上には拘束長Kを大きくする必要があるが、State数が2＾Kに比例して

急激に大規模になるので白ずと限界があった。ディジタル信号処理（DSP）技術の発展に

より、1980年代に軟判定復調と組み合わせてMotricをユークリッド距離で処理するこ

とができるようになると共にViterbi復号法が急激に普及した。即ち3ビット程度のDSP

でも一挙に3dBもの符号化米1」得が追加で得られたのである。発明者のA．JWiterbi本人が

Linkabit（Qualoomの前身）という企業を起こして本格的に事業化を推進し、80年代の後

半にはWterbi復号法が最尤度復号法（ML　D）として標準的な誤り訂正方式となり、通信

だけでなく、Hard　Di畠k等情報機器にも応用分野が広がった。

Viterbi復号法の復号後の残留誤りはバースト状になる。何故なら類似度（Metrio）の計量動

作において正しい経路から誤った経路に分岐（と合流）が起こると誤りが生じるが、分岐

から合流までの区間は頻繁な誤りが続くからである。そこで前述のバースト誤り特性に優

れたR　S符号と組み合わせれば有効である。これは二重符号、連接符号、Conoatenated　code

と呼ばれ、直接衛星放送等に広く採用されている。特性例を次回に示す。

　　　　Viterbi複合法はFeed　brw劃rd処理で遅延が小さい利点があるが、現在でも拘束

長をK〉9にするのは回路規模が大きくなり、実現困難である。そこで大きなインターリ

ーブで隔てられた拘束長の小さい畳み込み符号を二重に用いてFee昌b肌k復号処理を行う

丁皿bo符号方式が繰り返し処理によってシャノン限界に迫る特性が得られ、3G移動通信や

最近のディジタル映像放送（DVB）等に採用されている。

伽寸
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畳み込み符号とビタビ復号の組合せとリード・ソ回モ

ン符号による2童符号化の特性例
（符号化率1／2，k；1畳み込み符号：8値軟判定ビタ
ビ復号（255，223）16課り訂正リード・ソ回モン符号）
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